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Clasa a IX-a

SOLUTII
Problema 1.
Solutie. a) Fie x=k+a, ke Z, ac[0;1)sinumerele a=[4-x|=[4-k+4-a]|=4-k+[4- ],
b=2-[x]+[2-x]=2-k+[2-k+2-a]=4-k+[2-@], c=4:[x]=4-k. Se obtine ¢ <h<a, de unde
rezulticd [2-a]=1,[4-a]=2,deci2-ae[1;2), 4-ae[2;3), adicd ae {%;1)(}{%;%), asadar
ae [léj Obtinem x=k+a,keZ, ae [lé)
2 4 2°4
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b) Avem /x xk <M Tk - % , ke{1,2,...,2015}, de unde, prin

2015 2015 .
adunarea celor 2015 inegalitati rezulta ca Z X, ( —%) < % Z k= M =2015-504, de unde
k=1 k=1

rezulta cd are loc semnul "="1n toate cele 2015 inegalitati de mai sus, de unde se obtine

k2
5, =7 ke {1.2....2015}.

Problema 2.

Solutie. a) Pentru k£ =2, alegem x =

. o o . 1 . A
si se verificad imediat ca xe (E;lj , de unde, introducand

in relatia din ipoteza, rezulta ca 2-k—1= 2-k—1—2‘k_1+l ,adica 0= l_2-k—l =—1 ,fals.
2-k 2 2 2.k

Pentru k =0 se obtine 0= {—x+ 2} Vxe [0;1), fals.

Pentru k =—1am obtine [—Z-x] = {—3-x+%} si se observa ca pentru x —é am avea { 31} 0, fals.

1 g o g . 1 ) A ..
Pentru £k <-2, ludam x= . Se verifica din nou ca xe (E;lj de unde, introducand in relatia din

ipoteza, varezultacd 2-k+1= 2‘k+1—2'k+1+l ,adica 0= 1—2‘k+1 =—1, fals.
2-k 2 2 2k

Pentru k =1 se obtine [2 . x] = [x +%} , Vxe [0;1) , afirmatie adevdrata care rezulta din identitatea lui

Hermite.
b) Relatia de demonstrat este echivalenta cu

6<6-(1+a+b)-3-(a+b)-(1+a+b)+2-a-b-(1+a+b) =
©3-(a+b)-3-a*-3-b>—-6-a-b+2-a-b+2-a-b-(a+b)>0



&3-(a+b)-2-(a+b) —a*~b*+2-a-b-(a+b)20 =
sa-a*+b-b*+2-(a+b)-2-(a+b)’ +2-a-b-(a+b)20 =
Sa-(1-a)+b-(1-b)+2-(a+b)-(1-a—b+a-b) 20, si in final, echivalent cu
a-(1-a)+b-(1-b)+2-(a+b)-(1-a)-(1-b) 20, relatie adevaratd pentru a,be [0;1].

Problema 3

Solutie. Fie {P} = ACNMN,{Q}=BDMN ,{R} =MONBC.Notamcu x=DM , y=RN,z=NB.
Avem m(<«XMOA)=m(<«<MOD) =45’ iar patrulaterul OMAQ este inscriptibil, avand
m(<AMQ) =m(«A0Q)=90". Rezultd ca m(<xMOA)=m(<«xMQA) =45’ deci triunghiul AAMQ este
dreptunghic isoscel, asadar MQ = MA = RB = y+ z. Tot din faptul cd patrulaterul OMAQ este
inscriptibil, va rezulta ca m(<MAO)=m(«<OQM )= & . Trapezul ABCD fiind isoscel rezulta ca
m(<MAO)=m(«CBO) = e, iar din faptul ¢a triunghiurile AOPQ, ABOC sunt dreptunghice rezulta ca

m(<OPQ)=m(«xOCB)=90" —a, deci triunghiul ANPC va fi isoscel, iar

PN=CN=CR+RN=x+y.
Patrulaterul DMPO este inscriptibil, avand unghiurile opuse «<xDOP ,<<DMP drepte, deci

m(<«<DOM ) =m(«<DMP)=45". Rezultd ci triunghiul ADMP este dreptunghic isoscel, deci

DM =MP =x.
Unghiurile <OQP , <NQOB sunt opuse la varf, deci m(<«<OQP)=m(<NQB)=a =m(<NBQ),
deci triunghiul ANBQ este isoscel, de unde rezulta ca NQ=NB=z.
Avem PN =x+y=PQ+z,respectiv MQ = y+z = PQ+ x. Prin adunarea acestor doua relatii
rezultdcad x+2-y+z=2-PQ+x+z, de unde rezultd cd PQ =y, adica
MN =MP+PQ+0ON =x+y+z,iar
AD=DM +MA=x+y+z,deci MN =AD.



